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Prefacio a la primera edicién en inglés

£l propc'isim de este libro es el ser de gran ayuda parx los alumnos en el aprendizaje de la Geometria y un excelente
auxiliar didactico para los maestros en la ensefianza de |a materia.

PARA LOS ALUMMOS:

Este libro se ha disefiado para.ileva'r a los alumnos mas alla de los objetivos fijados por los libros ordinarios y convencio-
nales sobre la materia. Los alumnos encontraran de gran utilidad este texto:

— Al aprender cada regla, formula y principio

Cada regla, férmula y principio se enuncia con claridad, se distingue del resto del texto, tiene relacion con sus co-
rrelativos y se ilustra con claridad mediante el uso de ejemplos.

— Al estudiar cada conjunto de problemas resueltos

Cada conjunto de problemas resuelios se utiliza para clarificar y aplicar las reglas y principios mas importantes.
Su clasificacion se indica con un titulo.

— Al integrar cada conjunta de problemas complementarios
Los problemas complementarios dan una explicacion mas amplia de las reglas y principios. Un nimero de referen-
‘cia para cada conjunto remite al aiumno al conjunto de problemas resueltos. Existen mas de 200 problemas adicionales
'y las respuestas para cada problema se localizan al final del libro.
~ — Al iniegrar el estudio de la Geometria plana

Eﬁu@amtegra el estudio de la Geometria plana con la Aritmeética, A}gebra Trigonometria numérica, Geometria
%!.].ﬂg*ca Para llevar a cabo esta integracion:

un capitule para la Geometria analitica.
lo con las pruebas desglosadas y los planos de cada teorema.

- w gue explica en forma detallada veintitrés construcciones geomeétricas basicas e incluye, conforme
sitando, principios geométricos elementales.
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()  En este libro se insiste en la importancia de la Algebra para la solucién de problemas geométricos mediante el
uso de simbolismos, ecuaciones y comprobaciones algebraicas.

— Al aprender la Geometria por medio del estudio autodidacta

La estructura del libro favorece el autodidactismo. Al alumno avanzado le permite aicanzar los objetivos de un cur-
80 normal en menos tiempo. A los alumnos menos capaces, la presentacion de diversos ejemplos y soluciones propor-
cionan la ayuda necesaria para superar sus deficiencias y de esta forma continuar con el curso y, al mismo tiempo,
obtener cierta habilidad y confianza.

— Al ampliar la Geometria plana a la Geometria espacial

Se incluye un capitulo para la extensién de la geometria de dos planos a la geometria tridimensional. En la actuali-
dad, y muy en especial en esta etapa, es muy importante que el alumno comprenda que los principios fundamentales
del espacio son el resultado de los principios aprendides en la Geometria plana.

PARA EL MAESTRO:

Los maestros de Geometria encontraran de suma utilidad este texto:
— Al ensefiar cada capitulo

Existe un tema central unificador en cada capitulo. Este, a su vez, tiene de dos a diez subdivisiones. Estas Ultimas
se ordenaron de acuerdo a su grado de dificultad para mejorar la ensenanza.

— Al ensenar cada subdivision

Cada subdivision contiene el material y los problemas necesarios para impartir una leccién completa desarrollando
los principios relativos.

— Al hacer |la encefianza mas eficaz

El uso apropiado de los problemas resusltos permite a los alumnos entender la forma en gue los principios se apli-
can en situaciones diversas. Por medio de la solucidn de problemas se aprenden las Matematicas correciamente —ha-
ciendo Matematicas—. Para que la clase logre su objetivo, los alumnos deben anotar las solucicnes y entender el por-
que y el como de cada paso. Una vez que el alumno comprende el come se aplica un principio a un problema resuelto,
estara listo para aplicarlo a un problema complementario. La Geometria no se aprende a iravés de la lectura de un libro
de texto o la memorizacion de un conjunto de férmulas. No es hasta que se han solucionado gran variedad de proble-
mas relativos al tema cuando el alumnc obtiene una mejor comprension de la Geometria plana.

— Al hacer la ensenanza mas eficaz por medio del trabajo en casa

La preparacion de la clase y la realizacion de tareas relativas a los problemas se facilita gracias a que los problemas
complementarios de este libro se relacionan con los problemas resueltos. Se debe dar mucha atencidn al principio rec-
tor y a los pasos mas importantes que se siguieron para la solucién de los problemas resueltos. Después de esio, el
alumno puede repetirlos y mas tarde hacer los problemas complementarios que se relacionan con los anteriores.

OTROS QUE ENCONTRARAN MUY UTIL ESTE LIBRO:

Ademas de los maestros y alumnos, este libro puede ser de gran utilidad para otras personas. Este grupo incluye a
los padres de los estudiantes de Geometria que deseen ayudar a sus hijos apoyandose en los materiales autodidacias
del libro 0 que quieran repasar sus cenocimientos sobre la materia para auxiliar a sus hijos adecuadamente; 2 los jefes
de departamento que quieran enriquecer su material bibliografico en Geometria o que quieran mejorar la &alidad de
la ensenanza de la materia, y a las personas que se esfuerzan por repasar el tema o que desean estudiario oor =4 propia
cuenta.
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Lineas, angulos y triangulos

1.1 ANTECEDENTES HISTORICOS DE LA GEOMETRIA

La paiabra geometria se deriva de los vocablos griegos geos (tierra) y metron (medida). Los antiguos egipcios, chinos,
babilonios, romanos Yy griegos utilizaron la geometria en la agrimensura, navegacion, astronomia y otras labores practicas.

Los griegos trataron de sistematizar los datos geométricos que conocian estableciendo razones logicas y relacio-
nes entre ellos. El trabajo para sistematizar los hechos y principios gecmétricos por hombres como Tales de Mileto (600
a. de J.), Pitagoras (540 a. de J.), Platén (390 a. de J.) y Aristételes (350 a. de J.) culmind con el texto sobre geometria
intitulado: Elementos, escrito por Euclides airededor de 325 a. de J. Este texto tan extraordinario se ha utilizado por
mas de 2 000 afios.

1.2 TERMINOS INDEFINIDOS DE LA GEOMETRIA: PUNTOQ, LINEA Y FLANO

1.2A  Punto, linea y plano son términos indefinidos

En estos términos indefinidos se basa la definicién de todos los términos geométricos. Se les puede dar un significado
por medic de descripciones. Sin embargo, las descripciones que aparecen en seguida no deben considerarse como
definiciones.

1.2B  Punto

Un punte sdio tiene posicion. No tiene longitud, anchura o grosor.

Se representa al punto por medio de un “punto dibujado’’. No debe olvidarsse, sin embargo, que el “punto dibuja-
do" representa al concepto de punto pero no es un punto conceptualmente, al igual que un “punto dibujado’ en un
mapa representa una localidad pero no es la localidad misma. Un “punto dibujado”, a diferencia de un punto concep-
tual, tiene tamaiio.

Se designa al punto conceptual por medio de una letra mayuscula junto al punto dibujado, esto es: s P

1.2C linea

Una linea tiene longitud pero no anchura o grosor.

Una linea puede representarse por medio de un gis en una pizarra o por una banda de caucho estirada.

Una linea se designa con letras mayuisculas en dos puntos cualesquiera sobre ella o con una letra minUscula; esto
L 5 % 8] r‘TB

A i} C D

Una linea puede ser: recta, curva, o una combinacion de ambas. Para entender como difieren las lineas, piense
en que una linea se genera por un punto en movimiento. Una linea recta, tal como «<—___, es generada por un punto
que se mueve siempre en la misma direccion. Una linea curva, tal como »~ ™, por un punio gue se mueve cambiando
de direccidn continuamente.
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Dos lineas se intersectan en un punto.
Una linea recta puede extenderse en forma ilimitada; en cualquier direccién indefinidamente.
Un rayo es la parte de una linea recta que comienza en un punto dado y gue se extiende en forma ilimitada en

una direccion: AB y A/designan rayos.

En este libro, a menos que se indique otra cosa, se utilizara la palabra linea para representar una “linea recta’’.

1.2D Planos

Un plano tiene longitud y anchura pero no espesor. Puede representarse por medio de una pizarra o el lado de una
caja; sin embargo, recuerde que éstas son representaciones del plano, pero nao planos realmente.

Una superficie plana (o plano) es una superficie tal que si una linea recta conecta dos puntos cualesquiera, ésta
gueda contenida en ella en forma total. Un planc es una superficie plana.

La geometria plana es la geometria de las figuras planas —agquéllas que pueden trazarse sobre un plano. A menos
que se indique otra cosa, en este libro la paiabra figura significara “figura plana’.

PROBLEMAS RESUELTOS

1.1  ILUSTRACION DE TERMINOS INDEFINIDOS
Punto, linea y plano son términos indefinidos. Indique cual de estos términos se ilustra con: (a) la cubierta de un
escritorio; (b) una pantalla cinematografica; (c) el filo de una regla; (d) un hilo en tension: (e) la punta de un alfiler.

Soluciones

(a) Plano (b) plano (c) linea (d) linea (e) punto.

1.3 SEGMENTOS DE LiNEA

Un segmento de linea es la parte entre dos puntos de una linea recta, incluyendo estos dos puntos. Se designa por
las letras mayusculas que representan a estos puntos o por una letra mindscula. AsiAB o representan el segmento de
linea A——B entre A y B.

La expresion segmento de linea recta puede restringirse a segmentio de linea o segmento, si el significado es cla-
ro. De esta forma, AB y segmento AB significan “el segmento de linea recta AB",

1.3A  Divisién de un segmento de linea en partes

Si dividimos un segmento de Iinea en partes:

1. Lalongitud del segmento completo es igual a la suma de las longitudes de sus partes. Notese que la longitud de AB
se designa por AB.

2. Lalongitud del segmento de linea completo es mayor que ia longitud de cualquiera de sus partes.

a b e

Supdngase que AB se divide en tres partes de longitud &, b, y ¢, esto es: 4 B. Entonces

AB = a + b + c. También, AB es mayor que a; lo gue se denota como: AB > a.
Si n segmento de linea se divide en dos partes iguales:
1. El punto de division es el punto medio del segmento de la linea.

2. Se dice que una linea bisecta el segmento cuando pasa por el punto medio de un segmenio.
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Como AM = MB en la figura 1-1, M es el punto medio de AB, y CD bisecta a AB. Puede observarse que dos

segmentos de linea son iguales marcando en ellos el mismo numero de trazos equidistantes. Nétese que AM y MB
estan marcadas con un solo trazo,

3. Sitres puntos A, B y C estadn sobre una linea, decimos que son
BC =

AC, entonces B esta entre Ay C (Fig. 1-2). T

e r————

6

D

Fig. 1-1

1.3B Segmentos congruentes

Se dice gue dos segmentos de linea son congruentes si tienen la misma longitud. De aqui que, si AB = CD, entonces

AB es congruente con CD, y se denota como AB = CD.

PROBLEMAS RESUELTOS

1.2  IDENTIFICACION DE SEGMENTOS DE LiNEA Y PUNTOS
(Fig. 1-3.)

(a)
(b)
(©)

Identifique cada uno de los segmentos de linea indicados.
Identifique los segmentos de linea que se intersectan en A.

¢Qué otro segmento de linea se puede trazar?

(d) Identifique el punto de interseccién de CD y AD.

(e) Identifique el punto de interseccién de BC, AC y CD.

Soluciones

(@) AB.BC, CD, ACy AD. Estos segmem‘os pueden designarse intercambiando las letras; por lo que BA, CB,
DC CA y DA son correctos tambign.

(b) AB,ACyAD

() BD

(d) D

(©)

]

colineales. Si A, B y C son colineales y AB +
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1.3 CALCULO DE LONGITUDES Y PUNTOS EN SEGMENTOS DE LiNEA
(Fig. 1-4)

(@ Calcule la longitud de AB, AC y AF
()  Identifigue des puntos medios.
(c) Identifigue dos bisectores.
(@) Identifigue todos los segmentos congruentes.
Soluciones
:3; @ AB=3+7=10,AC =5+ 5+ 10 = 20 AF =5 + 5 = 10.
(b) E es el punto medio de AF; F es el punto medio de AC.
(c) DE es bisector de AF; BF es bisector de AC. |

(d) AB, AF, y FC (todos tienen longitud 10); AE y EF (los dos tienen longitud 5).

Fig. 1-3

1.4 CiRCULOS

Un eirculo es ef conjunto en que todes les puntos de un plano son equidistantes de un punto fijo denominado centro.
El simbolo para un circulo es ©; para circulos, ®. Asi @O representa al circulo cuyo centro es 0.

La circunferencia de un circulo es la distancia alrededor del circulo (su perimetro). Contiene 360 grados (360°).

Radio es el segmento gque une el centro del circulo con un punio sobre el circulo (Fig. 1-5). De la definicion de
circulo, se deduce que los radios de un circulo son congruentes. Asi OA, OB, y OC en la figura 1-5 son radios de 2Q
y OA = 0B = OC. =~

Una cuerda es el segmento que une dos puntos cualesquiera de un circulo. Asi AB y AC son cuerdas de oQ.

Un digmetro es una cuerda que pasa por el centro de un circuio; es la cuerda mas grande y tiene el doble de longi-
tud del radio. AC es un diametro de e0. _

Un arco es una parte continua de un circulo. El simbolo del arco es/ \, detal manera que AB representa el arco
AB. Un arco que mide 1° es 1/360 de una circunferencia.

Un semicirculo es un arco gue mide la mitad de la circunferencia de un circulo; y, por lo tanto, contiens 180°.
Un didmetro divide al circulo en dos semicirculos. Por ejemplo, el diametro AC corta a o0 de la figura 1-5 =n dos semi-
circulos.
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Radio o/

Diametro

Semicirzule

Fig. 1-5

Un angulo central es el angulo formado por dos radios. De modo que el dngulo entre los radios OB y OC es un

angulo central. Un angulo central de 1° forma un arco de 1°: asi, si el angulo central entre OF y OF en la figura 1-8
es de 1°, entonces el arco EF mide 1°.

Los circulos congruentes son circulos con radios congruentes. De modo que si OF = 0 G, entonces 20 2 a0,

Fig. 1-6

PROBLEMAS RESUELTOS

1.4 DETERMINACION DE LiNEAS ¥ ARCOS EN UN CiRCULO

En la figura 1-7, calcule: (a) la longitud de OC y AB; (b) la cantidad de grados en AD y (c) la cantidad de grados
en BC.

Soluciones

(8) Radio OC = radio OD = 12. Diametro AB = 24,
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(b) Como el semicirculo ADB mide 180°, AD mide 180° — 100° = 80°.

(¢) Como el semicirculo ACB mide 180°, BC mide 180° — 70° = 110°.

1.5 ANGULOS
Un angulo es la figura formada por dos rayos con un punio en comun. Los rayos son los /ados del angulo, mientras

que el punto te_r]_minal es su vértice. El simbolo para el angulo es /_ 0 %; su plural es /=.
Asi AB y AC son los lados del angulo de la figura 1-8 (g), y A 8s su vértice.

1.5A MNotacién de angulos
Un angulo se puede designar de las siguienies formas:

1. Por medio de la letra del vértice, en &l caso de gue solo exisia un angulo con este vértice, como /_B en la figura
1-8(b).

2. Por medio de una letra minuscula, colocada entre los lados del angule y cerca de su vértice, como [_ao [_1 en
la figura 1-8(c).

3. Por medio de tres letras maytisculas; de forma tal que la letra gue corresponde al vértice, esté entre las otras dos,
correspondiendo estas ultimas a cada uno de los lados del angulo. En I2 figura 1-8(d), [_E puede denominarse
como [_DEG o [ GED.

B D

/ \1 /
4 € m = E G
ich

{a) (b) d)

Fig. 1-8

1.5B Medicién de angulos

El tamano de un angulo depende de gué tanto debe rotarse uno de sus lados alsededor del vertice, hasta que coincida
con el otro lado. Hemos escogido al grado como unidad de medida para angulos. L2 medida de un angulo es el nimero
de grados que contiene. Escribiremos m/_A = 60° para denotar gue ‘el angulc & mides 60°".

El transportador en |a figura 1-@ muestra que el /_A mide 60°. Si AC es rotade alrededor de! vértice A, hasta que
coincida con AB, la medida de rotacion seria de 60°.
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Al utilizar un transportador, debe'asegurarse que el vértice del angulo coincida con el centro y que un lade coincida
con el diametro 0°-180°.

El tamafio de un &ngulo no depende de la longitud de los lados del_gngulo.
El tamafio de [ B en la figura 1-10 no cambiaria si los lados AB y BC fueran mas largos o cortos.

El angulo formado por las manecillas de un reloj'a las 3 horas mide 90°, sin importar qué tan grande o pequeno
sea el reloj, tal como se muestra en la figura 1-11.

La brujula de navegacion, que se muestra en la figura 1-12, se lee en el sentido de las manecillas del reloj de 0°

a360°, empezando en el norte. Una rotacién de N a E corresponde a un cuarto de vuelta o 90°; una de NE a E corres-
ponde a un octavo de vuelta o 45°.

12

Fig. 1-11

Con el objeto de medir angulos con mayor precision, dividimos 1° en 60 partes iguales, denominadas minuios.

Asi, 1% = B0 minutos = 60’. Para una precision ain mayor, cada minuto se divide en 60 partes iguales denominadas
segundos. De esta forma, tenemos que 1° = 60"y 1" = 60".

1.5C Tipos de angulos

1.  Angulo agudo: un angulo agudo es un angulo que mide menos de 90°.
Por lo tanto, en la figura 1-13, a® es menor de 90°; esto se denota como a®<90°.

2.  Angulo recto: un angulo recto es un angulo que mide 90°.
En la figura 1-14, m{rt. L_A) = 90°. La esquina rectangular denota un angulo recto.

3. Angulo obtuso: un angulo obtuso es un angulo que mide mas de 90° y menos de 180°.
En la figura 1-15, 90° es menor que b° y b° es menor que 180°; esto se denata por 90°<b°<180°.

_ Angulo recto
Angulo agudo 90°

o Angulo obtuso

Fig. 1-13 Fig. 1-14 Fig. 1-15

4 Angulo derecho o rectilineo: un angulo derecho es un angulo que mide 180°.

Asi, en la figura 1-16, m(st. [_B) = 180°. Ndtese que los lados de un angulo derecho estan en la misma linea
recta; pero no confunda un anguio dereche con una linea recta.

5. Angulo reflejo: un angulo reflejo es un angulo que mide mas de 180° y menos de 360°.
En la figura 1-17, 180° es menor de ¢® y ¢® es menor de 360°; esto se denota como 180°<c*<360°.

P74
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Angulo reflejo

Angulo derecho

v
0
=

Fig. 1-16 - Fig. 1-17

1.5D Més sobre angulos

1. Angulos congruentes: son angulos que tienen el mismo numero de grados. En otras palabras, sim/_A = m[_B,
entonces [_A = [ B.
Entonces en la figura 1-18, rt.._A = rt.L B ya que ambos miden 90°.

‘ ‘ Bisector D

A B A
Fig. 1-18 Fig. 1-19

2. Bisectriz es una linea que divide un angulo en dos partes congruentes.
Asl, en la figura 1-19, si AD bisecta a [_A, entonces [_1 = [ 2. (Puede comprobarse que dos angulos son
congruentes marcando sus arcos con el mismo numero de trazes equidistantes. Aqui los arcos de /= 1 y 2 estan
marcados con un solo traze.)

3. Perpendiculares: son lineas, rayos o segmentos gque se intersectan formando éngulos rectos.

El simbolo para una perpendicular es L; para varias perpendiculares, |=. En la figura 1-20, CDLAB, de 1al
manera que se forman los angulos rectos 1y 2.

C
Perpendiculares
i
Fig. 1-20
4. Una medriatriz de un segmento dado es un bisector perpendicular 2! segmento gus
En la figura 1-21, GH es el bisector L de EF: de modo que [ 1 y L2 son m rectos y M es el punio

de EF.

PROBLEMAS RESUELTOS

1.5 IDENTIFICACION DE ANGULOS
Identifique los siguientes angulos en la figura 1-22: (@) dos anguios obtusas; (b) un &ngulo recto; (¢) un angulo dere-
cho; (d) un angulo agudo en 0; (e) un angulo agudo en B.
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Soluciones

{a) [ ABCy [ ADB (o [ _1). Es posible designar a los angulos cambiando el orden de las letras: [ CBA vy

L _BDA.
) LDBC (@) [ 20l BDC
) [LADC (e) L3o0l ABD

1.6 ADICION Y RESTA DE ANGULOS
En la figura 1-23, calcule (a) mL_AOC, (b) m/_BOE, (¢) la magnitud del angulo obtuso [ ACE.

Scluciones
(8 mLAOC = ml_a + ml b = 90° + 35° = 125°

mi b+ ml ¢+ mid= 35°% + 45° + 50° = 130°

() mL_BOE

(©) mL_AOE = 360° —(ml_a + mi_b + mlLc + ml_d) = 360° — 220° = 140°

1.7 ChALcULO bE PARTES DE ANGULOS
Calcule: (2) 7 de un L_ recto; (b) § de un [ derecho; (c) ; de 81°; (d) {; de 70°20".

Soluciones
(@ £80°) = 36° (6) s(31°) = 15;° = 15°30°
(B) §(180°) = 120° (d)  H(70°20") = 5(70°) + 4(20) = 7°2'

1.8 CALcULO DE ROTACIONES

En media hora, jqué rotacion realiza: (a) el minutero y (b) la manecilla que marca las horas de un reloj? ;Qué rota-
cion se necesita para voltear: (¢) del norte al sureste en direccion de las manecillas del reloj; (d) del noroeste al suroeste
en direccion contraria a las manecillas del reloj (Fig. 1-24)?

Soluciones
{(a) En 1 hora, el minutero completa un circulo de 380°. Por lo que en media hora recorre 180°.

(B) En 1 hora, la manscilla de las horas recorre ; de 360° o 30°. Por lo gue en media hora recorre 15°.
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Fig. 1-24

(¢}  Sume una vuelta de 90° de norte a este y una vuelta de 45" de este a sureste para obtener 90° + 45°
= 1

B (d) Lavuelta de noroeste a suroeste es de }(360°) = 90°. {t\:

1.9 MeDICION pE ANGULOS

Encuentre la medida del angulo formado por las manecillas del reloj en la figura 1-25, (a) cuando &l reloj magca
las 8 y (b) cuando el reloj marca las 4:30.

Soluciones
(@) Cuando el reloj marca las 8, m/_a = {(360°) = 120°.
(b)  Cuando el reloj marca las 4:30, m/_b = }(80°) = 45°.

Fig. 1-25 Fig. 1-26

1.10  APLICACION DE ANGULOS EQUIVALENTES

En la figura 1-28, (a) identifique dos pares de segmentos perpendiculares; (&) calcule ml_asiml b = 42°; (c) cal-
cule m{_AEB y ml_CED.

Soluciones

(a8 Como [ ABC es un angulo recto, AB1BC. Como [_BEC es un angulo recto, BELAC.
(b) mf_a_= 90" —ml b = 90° —42° = 48°.
(€) mi_AEB = 180° — m/_BEC = 180° — 90° = 90°. m/ CED = 180° — m/_1 = 180° — 45° = 135°,

1.6 TRIANGULOS

Un poligeno es una figura plana cerrada y acotada; que tiene por lados segmentos de lineas rectas. Asf, la figura 1-27

muestra un poligono de cinco lados, denominado pentdgono; se le designa como pentagono ABCDE, con las literales
en el orden que aparecen,
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Pt C

B A C

Fig. 1-27 Fig. 1-28

Un tridngulo es un poligono que tiene tres lados. El vertice de un tridngulo es el punto en el que se juntan dos
&= sus lados. El simbolo para tridngulo es A; para triangulos, A.

Un triangulo puede designarse por medio de tres letras mayusculas en cualguier orden o por medio de un numero
romano dentro del simbolo. Asi, el tridngulo que se muestra en la figura 1-28 es AABC o Al; sus lados son AB, AC
¥ BC; sus vértices son A, By C; sus angulos son L A, [ By JEi

1.6A Clasificacién de triéngulos

i
Los triangulos se clasifican de acuerdo a los lados iguales que tienen o de acuerdo al tipo de angulos gue poseen.

Triangulos de acuerdo al nimere de lados iguales que tienen (Fig. 1-29)

1. Tridngulo escaleno: un triangulo escaleno es un triangulo gue no tiene lados congruentes.
Asi en el triangulo escaleno ABC, a # b # ¢. La letra mintscula utilizada para denotar cada uno de sus lados
corresponde a la letra mayUscula del vértice opuesto a éstos. Asimismo + significa "distinto de’’.

2. Tridngulo isésceles: un triangulo isésceles es un tridngulo gue tiene al menos dos lados congruentes.
Asi, en un triangulo isésceles ABC, a = c. Tales lados iguales se conocen como ios lados del triangulo isdsce-
les. El lado principal es la base b. Los angulos de cada lado de la base son los dhgulos base; el angulo opuesto
a la base es el &ngulo vértico o vértice.

3. Tridngulo equildtero: un triangulo equildtero es un triangulo que tiene tres lados congruentes.
Asi, en el triangulo equilatero ABC, a = b = ¢. Notese que un triangulo equilaterc &s un triangulo isosceles

también.
Tria | F
rlanlgu 0 Tridngulo B Equilateral
B escaleno isosceles Triangle
c 1]
¢ a
Fig. 1-28

Clasificacién de triangulos de acuerdo al tipo de éngulos que contienen (Fig. 1-30)

1. Tridngulo rectangulo: un tridngulo rectangulo es un triangulo que contiene un angulo recto.
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Asi, en el triangulo ABC, [_C es el 4ngulo recto. El lado ¢, opuesto al angulo recto, es la hipotenusa. LLos lados
perpendiculares, a y b, son los catefos.

2. Triangulo obtuso: un tridngulo obtuso es un tridngulo que contiene un angulo obtuso.
Asi, en el triangulo obtuso DEF, [_D es un angulo obtuso.

3. Tridngulo agudo: un triangulo agudo es un triangulo que contiene tres angulos agudos.
Asi, en el triangulo agudo HJK, L_H, [ J y | K son &ngules agudos.

B Triangulo Triangulo T Triangulo
rectangulo E obtuso agudo
v e \
(&, 7 A D F H K
Fig. 1-30

1.6B  Lineas especiales en un triangulo

1. Bisectriz de un dngulo de un tridngulo: 1a bisectriz de un angulo de un tridngulo es el segmento o rayo que bisecta
un angulo y se extiende hasta el lado opuesto.

Asi BD, la bisectriz de /_B en la figura 1-31, bisecta [_B, haciendo / 1 = [ 2.
2. Mediana de un tridngulo: la mediana de un tridngulo es el segmento que va del vértice al punto medio del lado

opuesto. -1 # x
Asi MB, la mediana a AC, en la figura 1-32, bisecta a AC, haciendo AM = MC.

B

Mediatriz

B - z
Bisectriz v bisectriz
4 73
A i) C Q
Fig. 1-31 Fig. 1-32

3. Mediatriz de un lado: la mediatriz de un lado de un triangulo es Iz linea gue es perpendicular a este lado y lo
bisecta.

Asi PQ, la mediatriz de AC en Ia figura 1-32 es perpendicular 2 AC y Io bisecta.

4. Altura sobre un lado de un triangulo: una altura de un triangule es el segmento que va desde el vértice hasta el
lado opuesto, y perpendicular a éste.

Asi BD, la altura sobre AC en la figura 1-33 es perpendicular a AC y forma los dngulos rectos 1 y 2. Cada
bisectriz, mediana y altura de un tridngulo van desde el vértice al lado opuesto.

5.  Alturas de triangulos obtusos: en un tridngulo obtuso, las alturas trazadas sobre cualquiera de los lados del angulo
obtuso, sale del trianguio. ' B 43,
Asi, en el triangulo obtuso ABC (ashurado) en la figura 1-34, ias alturas 8D y CE estan fuera del triangulo. En
cada c¢aso, un lado del angulo obtuso debe extenderse.
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B Altura de un
triangulo
obtuso ABC

PROBLEMAS RESUELTOS

1.11  IpeEnNTIRICACION DE TRIANGULOS Y SUS PARTES

En la figura 1-35, identifique (&) un triangulo obtuso, y (b) dos triangulos rectéangulos y la hipotenusa y catetos de
cada uno. (c) En la figura 1-38, identifique dos tridangulos isosceles; ademas identifique los lados congruentes. el lado
a0 congruente y el vértice opuesto a éste Ultimo.

A

D 8l
Fig. 1-35 Fig. 1-36

Soluciones
(@ Como [ _ADB es un angulo obtuso, AADSE o All es obtuso.

(p) Como L_C es un angulo recto, Al y AABC son tridngulos rectangulos. En Al, AD es la hipotenusa y AC
y CD son los catetos, En AABC, AB es la hipotenusa y AC y BC son ios catetos.

(¢) Como AD = AE, AADE es un triangulo isosceles. En AADE, AD y AE son los lados congruentes, DE
es el lado no congruente y [ A es el angulo opuesto a éste.
Como AB = AC, AABC es un triangulo isésceles. En A ABC, AB y AC son los lados congruentes,

BC es el lado no congruente y [_A es al dngulo opuesto a éste.

.12 Lineas EspeCiALES EN UN TRIANGULO e . -
Identifigue los segmentos y dngulos congruentes en la figura 1-87, (a) si AE es la alura sobre BC: (b} si CG bisecta

C8: (¢) si KL es medialriz de AD; (d) si DF es |a mediana a AC.
‘Soluciones

(8} ComoAE.BC, [ 1=[2

() Como CG bisecta / ACB, | 3%/ 4.

Como LK es la mediatriz de AD, AL = LDy [ 7=/ 8.

ol . o \ = ) ' ?_’
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(d) Como DF es mediana de AC, AF = FC.

Fig. 1-37

PAREJAS DE ANGULOS

1.7A  Tipos de pares de angulos

1.

Angulos adyacentes: dngulos adyacentes son dos angulos que tienen el mismo vértice y un lado en comun.
Asi, el angulo de ¢? en la figura 1-38 se dividio en dos dngulos adyacentes de a° y b°. Estos dngulos adyacen-
tes tienen el mismo vértice A, y un lado comun AD. Agui, a® + b® = %

Angulos
adyacentes

Fig. 1-38 Fig. 1-39

Angulos opuestos por el vértice: los angulos opuestos por el vertice son dos angulos no adyacentes formados por
dos lineas que se intersectan.
Por consiguiente, . 1y / 3 en la figura 1-39, son angulos apuestos por el vértice formados por la interseccidn

de las lineas AB ¥ CD. Ademas, [ 2 y L _4 son otro par de angulos opuestos por el vértice formados por las mismas
lineas.

Angulos complementarios: Los angulos complementarios son dos angulos que suman un total 80°.

Asi, en la figura 1-40 (a) los angulos a° y b® son dngulos complementarios adyacentes. Sin embargo, en (b)
los angulos complementarios no son adyacentes. En ambos casos, a® + b° = 90°. A cualesquiera de los dos
angulos complementarios se le denomina como el complemento del otro.

Angulos suplementarios: los angulos suplementarios son dos angulos gue suman en total 180°.

Por lo tanto, en la figura 1-41 (a) los angulos a° y b° son angulos suplementarios adyacentes. Sin embargo,
en (b) los angulos suplementarios no son adyacentes. En ambos casos, a° + b° = 180°. A cualesquiera de los
dos se le denomina como el suplemento del otro.
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Angulos Angulos
complementarios suplementarios

a®/ be a® b=

(a) (h) (a) (h)

Fig. 1-40 Fig. 1-41

Principios sobre pares de éngulos

Paincipio 1 Si un dngulo de c® se divide en dos dngulos adyacentes de a® y b°, entonces a® + b® = c°.
Asi, si a® = 25° y b® = 35° en la figura 1-42, entonces c® = 25° + 35° = 80°.

gy

Fig. 1-42 Fig. 1-43

P CiPIo 2:  Los dngulos opuestos por el vértice son congruentes.
Por lo que; si AB y CD son las lineas rectas en la figura 1-43, entonces [ 1=/ 3y [ 2=/ 4 De aqui, si m/_1
= 40°, entonces m{_3 = 40°; en este caso, mL_2 = ml_4 = 140°.

PRINCIPIO 3: i dos dngulos complementarios miden a® y b°, entonces a® + b® = 90°.
Asi, si los angulos a® y b® son complementarios y a° = 40°, entonces b® = 50° [Fig. 1-44(a) o (b)].

PRINCIFIO 4:  Los dngulos adyacentes son complementarios si sus lados exteriores son perpendiculares enire si.

bO
C

(&)
Fig. 1-44
~ Asipues, en la figura 1-44(a), 2° y b° son complementarios, ya que sus lados exteriores AB y BC son perpendicu-

ciPlo 5:  Si dos dngulos suplementarios miden a° y b°, entonces a® + b° = 180°.
Por consiguiente, si los dngulos a° y b° son suplementarios y a® = 140°, entonces b® = 40° [Fig. 1-45(a) o (b)].

PRINCIP 6: . Los dngulos adyacentes son suplementarios si sus lados exteriores estan sobre la misma h"hsgai'_- recta.
- Asien lafigura 1-45(a) a® y b° son angulos suplementarios, ya que sus lados exteriores AB y BT, estan sobre la
pisma linea recta AC.

AR
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Fig. 1-45 Fig. 1-46
| St i

PrinciPIO 71 Si los dngulos suplementarios son congruentss; cﬂd&ﬁﬂb#@bses un dngulo recto. (Angulos suple-

mentarios iguales, son dngulos rectos.)
Por lo tanto; si/_1 y [ 2 en la figura 1-48 son congruentes y s
es un angulo recto. =

PROBLEMAS RESUELTOS
1.13  IDENTIFICACION DE PARES DE ANGULOS
(3 Enla figira 1-47 (a), identificar dos pares de 4ngu
(b)  En lafigura 147 (b), \denificar dos pares de &
©)  Enlafigura 147 (c), identificar dos pares de
Soluciones
(@) Como su suma es 180°, los dngulos suple
(b)  Como su suma es 90°, los angulos com

{¢) Como KL yﬁvsﬁn lineas gque se intel
" @ Loy LMOK 4

1.14 CALcuLo DE PARES DE.ﬁNGULQ's_"
Encuentre dos éngulos tales que:

(&)  Los angulos son suple

(b)  Los angulos son complemer




LINEAS, ANGULOS Y TRIANGULOS 17

() Los angulos son adyacentes'y forman un angulo de 120°. El mayor es 20° menor gue tres veces el menor.
(d) Los angulos son vertilares y compiementarios.
Soluciones

En cada una de las soluciones, x es sélo el numero que indica el nimero de grados contenidos en el angulo.
De modo que, si x = 60, el angulo mide 60°.

(8 Seax = m (el angulo menor) y 2x = m (el angulo mayor), como en la figura 1-48(a).
Principio 5: x + 2x = 180, asi 3x = 180; x = €0.
2x = 120. Respuesta 60° y 120°

() Seax = m (el angulo menor) y x + 20 = m (el angulo mayor), como en la figura 1-48(b).
Principio 3:  x + (x + 20) = 90, 02x + 20 = 90; x = 35, ’
x + 20 = 55. Respuesta 35° y 55°

]

(€) Seax = m (el angulo més pequefo) y 3x — 20 = m (el angulo mas grande) como se ve en la figura 1-48(c).
Principio 1:  x + (3x —20) = 120, 0 4x — 20 = 120; x = 35.
3x — 20 = 85, Respuesta 35° y 85°

o

(d) Seax = m (cada angulo opuesto por el vértice), como en la figura 1-48(d). Por el Principio 2, éstos son
congruentes. _ '
Principio 3: x + X = 90°, 0 2x = 90; x = 45. Respuesta 45° gcada uno

N 2z ++20

(aj (b) td)

Fig. 1-48

'1.15 CArcuLo DE PARES DE AncuLos UTiLizanpo Dos INCOGNITAS

En cada uno de los siguientes problemas, sean a y b los dos angulos, obténgase dos ecuaciones para cada caso,
calculense los angulos.

(8)  Los angulos son adyacentes, forman un angulo de 88°. Uno es 36° mayor que el otro.

(b)  Los angulos son complementarios. Uno es el doble que el otro.

(¢) Los angulos son suplementarios. Uno es 60° menor que el doble del otro.
. q

(d) Los &ngulos son dos angulos de un triangulo, cuyo tercer angulo mide 40°. La diferencia entre los angu-

los es de 24°.
Soluciones
(ay a+ b =88 (¢) a+ b =180
a=b+ 36 HAespuesia 62°y 26° a = 2b— 60 Respuesta 100° y 80°
(b)) a+b=290 (d) a+ b = 140
a = 2b Respuesta 60° y 30° a—b = 24 Respuesta 82° y 58°

W
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Problemas Complementarios

El nimero entre paréntesis asociado con cada problema complementario, se refiere al grupo de problemas resueltos
gue contienen problemas del mismo tipo. Como guia, remitase a ellos.

1. Punto, linea y plano son términos indefinidos. ;Cual de éstos es ilustrado por: (a) la punta de un lapiz afilado:
(b) el filo de una navaja de rasurar; (c) una hoja de papel; (d) el lado de una caja; (e) el pliegue de un papel dobla-
do; (f) el entronque de dos camines en un plano? (1.1)

2. (a) Identifique los segmentos de linea que intersectan a £ en la figura 1-49. (1.2)
(b) Identifique los segmentos de linea que intersectan a D,
()  :Qué otros segmentos de linea pueden trazarse?

(d) Identifique el punto de interseccion de AC y BD.

A A
¥ ol
A\\F—\/v D E
E D Rt 6 £
Fig. 1-49 Fig. 1-50

3. (a) Caleule la longitud de AB en la figura 1-50 si AD mide 8 y D es el punto medio de AB. (1.3)

(b)  Calcule la longitud de AE si AC mide 21, y E es el punio medio de AC. (1.3)
4. (a) Calcule OB en la figura 1-51, si el diametro AD = 36. (1.4)

(b)  Calcule el numero de grados en AE siEesel punto medio del semicirculo AED. Calcule el numero de gra-
dos en (¢) €D; () AC; (e) AEC.

A D

Fig. 1-51 Fig. 1-52

5. Identifique los siguientes angulos en la figura 1-52: (2) un angulo agudo en B; (b) un angulo agudo en E; () un
angulo recto; (d) tres angulos obtusos; {e) un angulo derecho. (1.5)
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{a) Hallar m_ADC sim/[ ¢ = 45° y ml_d = 85° en la tigura 1-33. (1.8)

(b) Hallar m{_AEB si m{_e = 60°.
(c) Hallarm{_EBD sim[_a = 15°.

(d) Hallar m{_ABC siml b = 42°.

Fig. 1-53

Calcule (a) £ de un [_ rectangulo: (b) £ de un [_ derecho; (¢) ; de 31°; (d) § de 45°55’. (1.7)

¢+ Qué rotacion realiza (a) la manecilla de las horas en 3 horas; (b) la manecilla de los minutos en ; de hora?

¢ Qué rotacién se necesita para virar de (¢) oeste a noreste en direccién de las manecillas del reloj; (d) este a
sur en direccion contraria a las manecillas del reloj; (e) suroeste a noreste en cualguier direccion? (1.8)

Halle el angulo formado por las manecillas del reloj (a) a las 3 horas; (b) a las 10 horas; (c) a las 5:30 horas;

{d) a las 11:30 horas. (1.9}

En la figura 1-54: (1.10)
(a) ldentifiqgue dos pares de lineas perpendiculares.
(b)  Encuentre el valor de m{_BCD si m{_4 mide 39°.

Siml 1 = 78° , calcule (¢) m[_BAD; (d) mL_2; (e) mL_CAE.

c A pise

Fig. 1-54 Fig. 1-55

{a) En lafigura 1-55(a), identifique tres tridngulos rectangulos, y la hipotenusa y catetos de cada uno, En la
figura 1-55(b), (b) identifigue dos triangulos obtusos y (c) dos tridngulos isdsceles; identificando también
sus lados, base y el angulo del vértice en cada uno. (1.11)
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12,

13.

14.

15.

GEOMETRIA PLANA 1

En la figura 1-56, identifique Ias lineas y angulos congruentes (a) si PR es mediatriz de AB; (b) si BF es bisectriz

de [ _ABC; (c) si CG es una altura sobre AD; (d) si EM es la mediana de AD, (1.12)
B C
R # D
}F‘
A - D o B
W /5
5 C
Fig. 1-56 Fig. 1-57
En la figura 1-57, indicar la relacion entre; (1.13)
(@ L1yl 4
By, LSyl
{c) =y 2
(@) [L4y/l 5
e, L Awyis-3
f) LAODY[5
Hallar dos angulos tales que: (1.14)

(@)
(b)

()

(@)
©)
(f)

@

Los angulos son complementarios y la medida del menor es 40° menor que la medida del mayor.

Los angulos son complementarios y la medida del mayor es cuztro vec% la medida del menor.

Los dngulos son suplementarios y la medida del menor es la mitad de Ia medida del mayor.

Los angulos son suplementarios y la medida del mayor es 58° mayor gue la medida del menor.

Los angulos son suplementarios y la medida del mayor es 20° menor que tres veces la medida del menor.

Los angulos son adyacentes y forman un angulo que mide 140°. La medida del menor es 28° menor que
la medida del mayor.

Los angulos son suplementarios y opuestos por el vértice.

Para cada uno de los siguientes problemas; sean a y b dos angulos. Obténgase dos ecuaciones en cada caso,
y calctlense los angulos. (1.15)

@)
(b)

)

Los angulos son adyacentes y forman un angulo gue mide 75°. Su diferencia es de 21°.
Los angulos son complementarios. Uno mide 10° menos que tres veces el otro.

Los angulos son suplementarios. Uno mide 20° mas que cuatro veces el otro.



